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И С С Л Е Д О В А Н И Е  Д И Н А М И Ч Е С К И Х  П РО Ц ЕС С О В  
В О ДНО Й М О Д ЕЛ И  Ф Р Е ЗЕ Р О В А Н И Я
В ведение
При математическом моделировании процессов фрезерования металлов 
установлена существенная роль запаздывания при описании взаимодействия 
резца с обрабатываемой деталью [1-5]. Вопросам качественного исследова­
ния математических моделей фрезерования посвящены работы [2, 4-8]. Д ля 
математических моделей фрезерования, описываемых линейным дифферен­
циальным уравнением с периодическими коэффициентами и постоянным за­
паздыванием, предложены методы исследования устойчивости, которые тре­
буют использования вычислительных алгоритмов при построении областей 
устойчивости в пространстве параметров [9-12].
В нашей работе изучается линейная модель фрезерования, описывае­
мая дифференциальным уравнением с периодическими коэффициентами и 
кусочно-постоянным аргументом. Дифференциальные уравнения с кусочно­
постоянными аргументами изучались, например, в работах [13-21]. Они при­
надлежат классу дифференциальных уравнений с последействием. В описа­
нии эволюционных свойств решений дифференциальных уравнений с после­
действием используются функциональная трактовка решений [22] и поня­
тие оператора монодромии [23]. В этом подходе для асимптотической устой­
чивости периодического дифференциального уравнения с последействием 
необходимо и достаточно, чтобы все собственные числа оператора монодро­
мии по модулю были меньше единицы [23]. При исследовании устойчивости 
линейного дифференциального уравнения с периодическими коэффициен­
тами и кусочно-постоянным запаздыванием, описывающего модель фрезе­
рования, мы существенно опираемся на результаты работы [24], в которой 
изучается класс дифференциальных уравнений с конечномерными операто­
рами, включающий рассматриваемую нами модель. В предложенной модели 
оператор монодромии конечномерен. Это дает возможность записать усло­
вия асимптотической устойчивости в аналитической форме. Д ля построения 
проекций областей асимптотической устойчивости на отдельные плоскости 
в пространстве параметров использовался пакет аналитических вычислений 
«МаШ етаНса».
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1. Постановка задачи
Рассматривается линейная модель фрезерования, описываемая диф ф е­
ренциальным уравнением с кусочно-постоянным аргументом
у (t) +  ^ у («) +  ^ у (t) =  Щ  (t) ( „ ( [ ( -  1]) -  у ([(])),  (1)
t Е М+ =  (0, +оо),
где у -  отклонение глубины резания от номинального значения в направле­
нии подачи детали; щ £, д, А -  положительные параметры, определяемые 
конструкцией системы, 0 <  £ <  1, А =  27г/n , п -  число зубьев фрезы, п  >  2; 
У -  периодическая функция с периодом, равным 1, определяемая формулой 
V  (t) = 1 — £ cos (2 A t + S) при 0 <  t <  1, где г и д -  положительные парамет­
ры. Здесь [а] обозначает целую часть числа а.
Требуется в пространстве параметров рассматриваемой модели фрезеро­
вания найти области асимптотической устойчивости уравнения (1).
2. П остроение общ его реш ения
При помощи замены переменных х\  = у 7 х 2 = у преобразуем диф ф е­
ренциальное уравнение (1) второго порядка в систему дифференциальных 
уравнений первого порядка:
л  о  =  ж2д ,
Д2 2£Д  и А 2
х 2{Ь) =  - - Д  (Х1 ([* -  1]) -
г/* I/ V*
Введем обозначения
* = ( £ ) .  - * = ( 4  - 4 4  г ( ( ) = ^ (()
и запишем систему в векторной форме:
х  (£) =  Ах  (£) +  Е  (£) х  ([£ — 1]) — Е  (£) х  ([£]) . (2)
Перейдем к специальной форме описания систем дифференциальных урав­
нений с кусочно-постоянным аргументом [24]:
N-1
х{г)  = А х { г ) +  ^ 2  А к (*)*(**)> (3)
к = - М + 1
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где х  Е С([—г,сс),М2); Л&, к — —М  +  1, А , -  интегрируемые по Лебегу сс- 
периодические матричные функции; Д Е [—г,о;], к — —М  +  1,7V — 1; _
индикаторная функция множества Е.
Найдем соответствие между двумя формами описания. Имеем М  — 2, 
N  — 2, о; =  1, г — 3, £_i =  —1, to — 0, t \  — 1. На интервале t Е (0,1) 
уравнение (3) примет вид
х  (t) =  А х  (t) +  А - i  (t) х  (—1) +  Ло (t) х  (0).
На этом же промежутке уравнение (2) примет вид
х (t) =  А х  (t ) +  Z  (t) х  (—1) — Z  (t) x  (0), t E (0 ,1 ).
Тогда матричные функции A - 1, Ло, A \  можно записать в виде
A - i ( t )  = Z ( t ) ,  A 0 (t) = - Z ( t ) ,  A i ( t )  = 0, t £ (0 ,1 ).
Фундаментальная матрица системы имеет вид
Aos /3t Н— Л—  sin /3t — j =  sin /3t
Ф (t) =  e—at I
sin fit cos f3 t  Л  2 sin f3t J 7/-----  Oiil LJ V V AmLJ V /----
где а  =  щц /? — ^ \ / 1  — £2. Используя методику работы [24], находим на 
отрезке [0,1] представление решения системы (3) с начальным моментом 
£о =  0 и начальной функцией (д Е С  ([—1 ,0 ],М2) :
х  (*, ф) =  Д _1 (*) р  ( -1 )  +  Д 0 (*) Ч> (0), I £ [0,1]. (4)
Здесь Д _1 (0  =  Ф (0  -В -Д ) , -Ко С) =  Ф С) ( в 0 (£) +  / 2) ,
Д Д ) = /  Ф Щ ^ Д Д х ^ ц ^ + з ]  («Дй, к = -1,0, £6 [0,1].
Jo
У читывая определение матричных функций Д ,  к =  —1,0, получим
ft rt
В _Д )  =  [  Ф 1(s)A _i(s)x (_ i,i] (s)d s  =  [  Ф 1(s)Z(s )ds ,
J O  J O
,(t) = f Ф_1(я)А )(8)х(0)2] {s)ds  = -  [  Ф~ 1{s)Z(s)ds .  
J O  Jo
В результате мы нашли представление общего решения системы (2) на отрез­
ке [0,1].
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3. Х арактеристическое уравнение оператора монодромии
Условия асимптотической устойчивости нулевого решения уравнения (1) 
совпадают с условиями асимптотической устойчивости системы (2). Д ля 
асимптотической устойчивости системы (2) необходимо и достаточно, чтобы 
собственные числа оператора монодромии U, действующего в функциональ­
ном пространстве С  ([— 1, 0], Мп) , были по модулю меньше единицы. Оператор 
монодромии определяется формулой [23]
( U< p ) ( 0 ) = x ( l + 0 , < p ) ,  0  6 [ - 1 , 0 ] ,  ^ 6 С ( [ - 1 , 0 ] , Е П)-
У читывая представление общего решения (4), имеем Wo = R o (1 + 0 ) ,  W - \  =  
=  i 2 _ ı ( l+ 0 ) ,  0  6 [ -1 ,0 ] .  Тогда
( Г Д ( 0 )  =  Т о (0 )Д О )  + Т _ 1 ( 0 М - 1 ) ,  0 6 [—1,0], ^6С7([ -1 ,0 ] ,Е 2).
Характеристическое уравнение для оператора монодромии записывается 
в виде
det ( W - ı ( - l ) - X h  W b ( - l )  \  ( )
det V W - 1 (0) 1У0 (0) -  Л h ) ~ U’ (5j
где
w - i ( - l )  =  R -1 (0) =  Ф (0) B _ ! ( 0) =  0, 
W _i(0) = R - i  (1) =  Ф (1) 
Wo ( -1 )  =  Ro (0) =  Ф (0) (BQ(0) + I2) =  I2,
Wo (0) = До (1) = Ф (1) { B o { l ) + I 2) .
Уравнение (5) может быть преобразовано к виду
Л (А3 +  а  А2 +  ЬА +  с) =  0. (6)
Коэффициенты характеристического уравнения определяются формулами 
а — ао +  еа\,  b — Ьо +  еЪ\, с — со +  гщ ,
где
ао —   ц  £ sin /3 +  fi — e а (2 +  ц) cos /3;
v 1 - £ 2
a ı =
е ац
x ^ cos j3 ((1 — 4ı/2) cos d + 4ı/Ç sin 5)
( ( 1  +  4 Л ) 2 -  1 6 г / 2 ( 1  - £ 2 ) )
— ea ( ( l — 4ı/2) cos($ +  2A) +  4ı/£ sin(ci +  2A)) j  +
e- "//. sin /3
+  л/ l  — €2((1 +  4Л ) 2 -  16ı/2( l  -  £2)) X
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^(1 + 4г/2)£ cos S +  2z/(l + 4г/2 — 2(1 — £2)) sinS j^ ;
е 2аф
л/ l  - £ 2 ((1 +  4г/2)2 -  16г/2(1 -  £2
х  ^— 2еа cos Д sin /3 ((1 +  4г/2)£ cos(5 + Д) +
+  2i / ( l  +  4i/2 — 2(1 — £2)) sin(<5 +  Д ))  +
+  л/1 -  е2 ( -  (1 -  4г/2) cos S — sin S +
+  e2a ( ( l  — 4i/2) cos(S +  2A) +  4гД sin(£ +  2A)) +
+  2ea cos f3 sin А (4гД cos(£ +  A) — (l — 4г/2) sin(5 +  A
- 2 a  f а  о  л \  e  V £ s i n / ?со =  e ц(е  cos /3 — 1)
v/ W 5
e sin (3 
1 Д 1  -  Д ( 1  +  4г/2)2 -  16г/2(1 -  £2
x ((1 +  4г/2)£ cos(<5 +  2Д) + 2 v ( l  + Av2 -  2(1 -  £2)) sin(J +  2Д)) +
e 2a//
H--------------- 7y----------------------((1 — 4.v ) cos S +  4гД sin S —
(1 +4г/2)2 -  161/2(1- £2) Vv
—eQ cos/3((l — 4i/2) cos(J +  2Д) +  4i/£sin(J +  2Д)) j .
В результате мы нашли коэффициенты характеристического уравнения.
4. Условия асимптотической устойчивости математической модели  
ф резерования
Д ля характеристического уравнения (6), переходя от проблемы Раусса- 
Гурвица для единичного круга к аналогичной проблеме для левой полуплос­
кости, находим условия асимптотической устойчивости уравнения (1) в тер­
минах коэффициентов уравнения (6).
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Т ео р ем а . Д л я  того чтобы уравнение (1) было асимптотически устойчи­
вым, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства
Запись условий асимптотической устойчивости уравнения (1) в терминах 
исходных параметров модели и, £, ц, А, г, 6 может быть выполнена с по­
мощью неравенств (7) и формул, определяющих коэффициенты а, Ь, с через 
исходные параметры системы. В силу их громоздкости они не приводятся. 
Полученные аналитические условия асимптотической устойчивости позволя­
ют строить проекции областей устойчивости в пространстве исходных пара­
метров с помощью пакета аналитических вычислений «МаШ етаНса».
Предложенный метод позволяет выполнять анализ устойчивости процес­
са при различных сочетаниях параметров, в том числе при г >  0. На при­
веденных ниже рис. 1, 2 сплошной заливкой показаны проекции областей 
асимптотической устойчивости на плоскость параметров щ ц при указанных 
значениях других параметров.
Рис. 1. Проекция области асимптотической устойчивости на плоскость параметров 
у и у  при з = 0 ,^  = 0.10, п = 10
3 Н- а — Ь — Зс 0, 3 — а — Ь -Ь Зс !> 0,
1 — а-\-Ъ — с > 0 ,  1 +  ас — Ь — с2 >  0.
(7)
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Рис. 2. Проекция области асимптотической устойчивости на плоскость параметров 
v и ц при г = 5, £ = 0.30, п — 10
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